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Espaces vectoriels normés.

1. Normes, distances.

Chap. 12 : cours complet.

Définition 1.1 : norme dans un K-espace vectoriel

Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On dit que N est une norme sur E si et seulement si :
« c’est une application de E dans R,
« OxUOE, (NX)=0)= (x=0),
s OxOE, OADOK, N(A.X) = |Al.N(x),
o [0(x,y) OE2 N(X +Yy) < N(X) + N(y).
On dit alors que (E,N) est un K-espace vectoriel normé.

Exemples 1.1 : normes N 1, No, N,

Les applications définies par : 0 X = (Xg, ..., X,) O K",

EACEI

N, () =[x+t
» N, () = max(x),
sont des normes dans K".

Les applications définies par : O f O C°([a,b],K),
b
« N,(f) =L| f (b)),

- N (F) = [ JF o et

e N_(f)= sup|f(t)|,
ta,b]
sont des normes sur C°([a,b],K).
Les normes N, dans les deux cas sont dites attachées au produit scalaire correspondant dans le cas
d’espaces vectoriels réels.

Démonstration :

Commencons par les normes dans K".

* (N1)
- Pour x dans K", N;(x) est défini est positif, comme une somme finie de réels positifs.

- De plus, il estimmédiat que : Ox O K" OA 0K, N;(A.X) =[N, (x).
-Puis: Ox OK", si: Nj(x)=0,alors: 01<i<n, 0<|x|<N,;(x)=0, donc: [x| =0, puis : x = 0.
-Enfin: O (xy) O (K", O1<i<n, [x +y|<|x|+|y], douen sommant: Ny(x+y) < N;(x) + N, (y).

* (N)
- De méme, pour x dans K", N,(x) est correctement défini puisque c’est le plus grand élément d'un
nombre fini de réels positifs, qui est donc lui-méme un réel positif.

-Puis: OxOK" OAOK,O1<isn, [x[<N,(x), donc: [A.x]<[A||x|<]|AN,(x),
et tous les termes étant majorés par une méme constante, on en déduit que : N (1.X) < |/1|.Nw (x).
Si ensuite, A est nul, I'égalité cherchée est immédiate, et si A est non nul, alors :

N, (X) = Nm(/‘lﬁ.xj < ﬁ.Nm (A.x), et on obtient ainsi une deuxiéme inégalité, puis I'égalité voulue.
- Dautre part: Ox OK", (N, () =0) = (01<i<n, 0<|x|<N,()=0)=(@1<i<n, [x|=0)=
= (x=0).

-Enfin: O (xy) OKY, O1<i<n, % +y|<[x][+]y]< N, () +N,(y),

et tous les termes étant majorés par une méme constante, on conclut: N_(x+y) < N_ (X)+ N_(y).
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s (N2)
- Pour x dans K", comme précédemment, N,(x) est correctement défini et appartient a R".

- Il est également clair que : Ox OK", DA 0K, N,(A.X) =|A|.N,(X).

-Deméme : OxOK" si: N,(x)=0,alors: 01<i<n, Os|xi|2 <N,(x)?=0,dou: [x|=0,et:x=0.
- Enfin, pour 'inégalité triangulaire, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz obtenue pour le produit
scalaire canonique défini dans R” par : O (x,y) O (R")?, (x|y) = Zn:xi .y, , etdonc: ‘(xly)‘ < N, (X).N,(y).
On peut alors en déduire que : O (x,y) O (R")?, -

N, (X+y)? = N, (%) + N, ()7 +2.04y) < N, (%) + N, ()% + 2N, (3).N,(y) = (N, () + N, (y)?,
et I'inégalité triangulaire (pour la norme) en découle.

On considére ensuite x ety dans C", et: N, (x+y) = \/|X1 v+ x|
Or:01l<isn, |x + yi|2 < (x| +|y))? eten sommant: D1<i<n, Ny(x+Yy) < N,(X+Y),

ol on aposé : X'= (|X,...|X.[), et y'= (Y| | Ya]) -
Donc : N, (X+Y) < N, (X+Y') < N, (X) + N, (y').

Et comme : N,(X) = \/|x'1|2 +.Hx|f = \/|x1|2 +...+[x,|” = N,(x), de méme pour y', on conclut que :
N, (X+Y) < N, (X) + N, (Y') < N, (X) + N, (y).

* (Ny)

- Pour f dans E, |f| est continue de [a,b] dans R" donc son intégrale sur [a,b] existe et est un réel positif.

- Puis, pour : f D E, si: N;(f) =0, alors | f| étant continue et positive sur [a,b], | f| estnulle, et f aussi.

- Ensuite : Of OE, OX 0K, Ny(A.f) =[AlN,(f), du fait de la linéarité de lntégrale sur [a,b].

- Enfin: O (f,g) O E% Ot O[ab], [(f +g)@®) <|f () +|g(t), et en intégrant sur [a,b] :

N,(f +9)<N,(f)+N,(9).

* (No)
- Pour f dans E, |[f| est continue et a valeurs réelles sur [a,b], donc elle y admet un sup dans R".

- SipourfdansE,ona: N_(x) =0, alors: O0t0[a,b], 0< | f (t)| <N, (t) =0, et fest nulle sur [a,b].
- Puis, pour : f D E, A OK, OtO[ab], |A.f () =[A f )] <|A N, (f),
et puisque la fonction est majorée sur [a,b] par une constante, on en déduit que : N_ (A.f) < |/1|.N0o (f).

Si ensuite A est nul, I'égalité cherchée est immédiate et si A est non nul, alors :

=N [
Nw(f)—Nw(A

- Enfin: O (f,g) O E% Ot O [ab], [(f +9)®)|<|f ®)]+|g(t)|< N, (f)+N,(9),

et la fonction étant majorée sur [a,b] par une constante, on conclut que : N, (f +g) < N_(f)+ N_(Qg).

s (N2)
- Pour f dans E, comme précédemment, N,(f) est correctement défini et appartient a R™.

- Avec les mémes arguments que pour Ny, si pour fdans E, ona: N,(f) =0, alors f est nulle.

Af j < W.Nw (/]. f ) et on obtient ainsi une deuxiéme inégalité, puis I'égalité voulue.

- La linéarité de I'intégrale sur [a,b] donne encore : Of O E, OA O K, No(A.f) = |JA|.N().
- Enfin, pour 'inégalité triangulaire, on utilise la encore I'inégalité de Cauchy-Schwarz obtenue pour le

produit scalaire canonique dans C°([a,b],R) défini par : O (f,g) O C°(a,b],R), (f|g) = Lb f(t).g(t).dt.
En effet : O (f,g) O C°(a,b],R)?,
N, (f +9)% = N, ()% + N, (g)* +2.(f|g) < N, (F)? + N,(g)* + 2N, (f).N,(g) = (N,(f) + N,(9))?,

d’oll I'inégalité triangulaire dans C°([a,b],R) pour N,.
Et dans C°([a,b],C), on écrit comme précédemment pour N, dans C": O (f,g) O C°([a,b],C)?,
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Ny (f +9)% = [|f +g" < [ (f[+]g)? =N, (f[+[g)* < (N, () + N, (a))* = (N,(f) + N,(9))?,
en utilisant 'inégalité triangulaire dans C°([a,b],R) qu’on vient d’établir et le fait que :
N, (f[)? = J.:| f|2 = N,(f)?, avec la méme égalité pour g.

Donc N, est encore une norme dans C°([a,b],C).

Exemples 1.2 : espaces de fonctions intégrables et de carré intégrable
« L'ensemble L., (1,K) des fonctions continues par morceaux de | dans K et intégrables sur | forme un
K-espace vectoriel et 'ensemble L'(I,K) des fonctions continues de | dans K et intégrables sur | en est
un sous-espace vectoriel.

L’application N; définie par : O f O L*(1,K), N,(f) = .[|| f (t)|.dt, est une norme sur cet espace.
« L'ensemble L%,(1,K) des fonctions continues par morceaux de | dans K et de carré intégrable sur |

forme un K-espace vectoriel et 'ensemble L?(1,K) des fonctions continues de | dans K et de carré
intégrable sur | en est un sous-espace vectoriel.

L'application définie sur L°(I,R) par : O (f,g) O L*(,R)?, (f|g) = L f (t).g(t).dt, est un produit scalaire sur

cet espace.
L’application N, définie par : 0 f O L*(I,K), N,(f) = 1IJ-I| f (t)|2.dt , est une norme sur L(I,K).
Démonstration :

« L'ensemble L., (1,K) est un sous-espace vectoriel de &(1,K).

- En effet, il est bien inclus dedans, il est non vide puisque la fonction nulle de | dans K est bien continue
par morceaux et intégrable sur I.

Enfin, il est stable par combinaison linéaire car :

0 (f,9) O L'em(LK), O A\W) OK?, A £ () + 2.9(t)| < |A|| f ()] +|24] 9 (@)
Par comparaison de fonctions a valeurs positives, on en déduit I'intégrabilité sur | de (A.f + £.Q).

- De méme, LY(1,K) est bien inclus dans L*.(I,K), il est non vide et stable par combinaison linéaire.
- Enfin l'application N; est bien une norme sur L*(1,K)..
En effet, elle y est correctement définie (toutes les fonctions sont intégrables sur I), et a valeurs dans R".

Il est immédiat par ailleurs que : Of O Eg, DX OK, N (A.f) =|A.N,(f).
L'inégalité triangulaire découle de la majoration : O (f,g) O E.>, Dt O 1, |f (t) + g(®) <| f (t)] +|9(®)]-
Enfin, la continuité et la positivité de f sur | donne : Of O E;, (N,(f) =0) = (f =0).

« L'ensemble L%, (1,K) est bien un sous-espace vectoriel de C°(1,K).
- En effet, il est inclus dedans et il est non vide (la fonction nulle est de carré intégrable sur ).
- De plus, pour : A O K, f O L%m(1,K), A.f est bien de carré intégrable sur |, et :

0(f,9) O L%n(LK)? | .0 < %.(|f|2 +|g|2), ce qui entraine :

- 1
[F ol =] +o]" + 2Re(f.0) <[ +|g" + 2| of <[f[" +[g] + 2. [ +]g).

et l'intégrabilité sur | de (f +g)*, par comparaison de fonctions & valeurs positives.

Donc pour tout couple (f,g) d’éléments de L (1,K), la somme est encore élément de L. (1,K).
« Par ailleurs, il est alors immédiat que L?(I,K) est un sous-espace vectoriel de Ly (1,K).
« Puis I'application proposée est alors correctement définie de L*(1,R)? dans R en utilisant la majoration

précédente de |f.g| pour : (f,g) O L*(I,R).
De plus, elle est clairement bilinéaire, symétrique et positive et si pour : f O L*(I,R), on a : (f|g) =0,

alors la continuité et la positivité de f * sur | entraine la nullité de f sur |

Donc on obtient bien ainsi un produit scalaire sur L*(1,R).
« L’application N, est ainsi une norme sur L*(1,R), associée a ce produit scalaire.
« Enfin sur L%(1,C), on a comme dans C°([a,b],C) : O (f,g) O L*(I,R)?,

No(f+9) = [If + " < [(]+|a)” = N ([ +[ah” < (NL(F)+ N, (g))” = (N (F) + N, (9)*,
en s’appuyant & nouveau sur l'inégalité triangulaire établie dans L*(I,R).
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Remargue : norme de la convergence uniforme
Dans C°({a,b],K), la norme N., est aussi appelée norme de la convergence uniforme, tout comme dans
I'espace vectoriel des fonctions continues, bornées de | dans K ou | est un intervalle quelconque de R.

Définition 1.2 et théoréeme 1.1 : distance, distance associée a une norme
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
On dit que d est une distance sur E si et seulement si :
« c’est une application de ExE dans R",
« O (xy) OE? (d(xy) =0) = (x =y),
o O (xy) OE? d(xy) = d(y,x),
e O(x,y,2) O = d(x,z) < d(x,y) + d(y,z), (inégalité triangulaire).
Si N est une norme sur E, 'application définie par : 0 (x,y) 0 E?, d(x,y) = N(x—Y), est une distance
sur E, appelée distance associée (ou liée) a la norme N.

Démonstration :
Les différents points se démontrent sans difficulté :
« d est bien une application de ExE dans R”,
* pour : (x,y) O E? (d(xy) =0) = (N(x—y) = 0) = (x =y = 0) = (x = ),
* pour : (x,y) O E? d(y,X) = N(y —x) = N(= (x = ¥)) = [-1].N(x = y) = N(x = y),
* pour : (x,y,2) O E®, d(x,2) = N(x—2) = N((x = y) + (Y — 2)) < N(x —y) + N(y — 2) = d(x,y) + d(y.2).

Définition 1.3 : boule ouverte, boule fermée, spher e dans un espace vectoriel normé

Soit (E,N) un espace vectoriel normé.

Pour x, élément de E, et r réel strictement positif, on définit :
* la boule ouverte de centre X, et de rayon r pour la norme N par :
Bn(Xo,r) = {X O E, N(X = Xo) <},
« la boule fermée de centre X, et de rayon r pour la norme N par :
B'n(Xo,N) ={X O E, N(X — Xg) < r}.
« la sphéere de centre X, et de rayon r pour la norme N par :
Sn(Xo,r) = {X O E, N(X — Xo) =1}

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la norme, on note simplement B(Xo,r), B'(Xo,r) et S(Xo,r).

Définition 1.4 : partie convexe
Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
Une partie A de E est dite convexe lorsque : [ (x,y) 0 A%, 0t 0 [0,1], 1-t).x+t.y OA.

Théoreme 1.2 : convexité des boules
Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
Pour X, élément de E, et r réel strictement positif, les boules By(Xo,r) et Bn(Xo,) sont des convexes.

Démonstration :
Soient donc : (x,y) O E? et : t O[0,1].
Alors : N((L-t).X+1.y) = %) = N(@=1).(X= %) +t.(y =X,)) S[L=t|N(x=%,) +[tlN(y = %;) .
Et puisque t et (1 —t) sont positifs, on obtient : N(((1-t).Xx+t.y) = X,) < @—t).N(X=X%,) +t.N(y—X,) .
+ Side plus on a: (x,y) O By(Xo,r)%, alors : N((L-t).x+t.y) = x,) < @—t).r +tr =r,
» De méme, si: (x,y) O By'(Xo.r), alors : N(((1-t).x+t.y)—X,) S @-t)r+tr =r.
Dans les deux cas, I'élément (L—t).x+t.y est dans la méme boule que celle ou se trouvaient x et y et
ces deux boules sont bien des convexes de E.

Définition 1.5 : (hors programme) norme matricielle (ou norme d’algébre)
On dit gqu’'une norme N est une norme matricielle sur e ,(K) lorsque :
0 (A,B) O e ,(K)?, N(AB) < N(A).N(B).
Plus généralement, si un espace vectoriel (E,+,.) dispose d’'une deuxieme loi interne (notée x) qui fait de
(E,+,%) un anneau, on dit que N est une norme d’algébre sur E si : 0 (x,y) 0 E?, N(X.y) < N(X).N(y).
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Exemple 1.3 : norme matricielle dans  e#,(K)
L'application définie sur e/ ,(K) par : O A O e/ o(K), N(A) = TaxZ‘a, j‘, définit une norme d’algebre
<i<j =t !

sur e (K).

Démonstration :
L'application proposée est tout d’abord bien une norme puisque :

« Pour A fixée, N(A) est défini comme le plus grand d’une famille finie de réels positifs et est donc lui-
méme un réel positif,

 En reprenant la démonstration faite pour N, dans R", on a : 0 A Qe (K), DA OK, N(A.A) = |/1|.N(A),
e Sipour: A/ (K),ona: N(A) =0, alors :

O1<i<n, Oszn:‘ai’j‘s N(A) =0, donc: Zn:‘ai’j‘zo, puis:01<j<n, ‘ai’j‘:am =0,dou:A=0,
=1 j=1
« Enfin: O (AB) O e/ o(K)2, O1<ij<n, ‘a” +q,j\s\aﬁ,j\+\bi,i\, doi :
D1ls<isn, i\a,j +q,j\si\q,j\+§nj\q,j\s N(A)+N(B),
j=1 j=1 j=1

inégalité vraie aussi pour la plus grande de ces sommes, autrement dit: N(A+B) < N(A) + N(B) .
De plus : O (A,B) O e (K)?,

D1sisn Y a, b, <23l b| =2 lawlb.,| = ki:\ai,k\i\bk,j\,pms:

j=11k=1 j=1 k=1 k=1 j=1
Z Za.k by
=1

k=1

N(AB) < N(A).N(B).

< Z‘q k‘ N(B) < N(A).N(B), et a fortiori pour la plus grande de ces sommes, soit :

2. Suites dans un K-espace vectoriel normé de dimen __ sion finie.

Théoréme 2.1 et définition 2.1 : norme infinie attachée a une base dans un espace  vectoriel de
dimension finie
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d’'une base : % = (ey, ..

. €n).

L'application qui a un vecteur : X = ZX & , de E fait correspondre : N., #(X) = max(| |) est une norme
i=1

sur E appelée norme infinie attachée a la base %, et notée N,, s'il 'y a pas d’ambiguité sur la base.

Démonstration :
Elle est formellement identique a celle qui établit que N., est une norme dans K".

Remarque :
On peut donc toujours munir un K-espace vectoriel de dimension finie d’'une norme.

Définition 2.2 : suite d’éléments d’'un K-espace vec  toriel
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.
Une suite d’éléments de E est une application de N (ou d'un sous-ensemble de N de type {ng, no+1, ...})
dans E.
On la note : X = (Xy)nows X = (Xn), OU : X = (Xn)nzno ,avec:OnON(ou:On=ngp), x, OE.

L’ensemble EM des suites d’éléments de E peut &tre muni d’une structure de K-espace vectoriel.

Définition 2.3 : suite convergente, divergente dans un K-espace vectoriel normé de dimension finie
Soit (E,N) un K-espace vectoriel norme.
On dit que (xy), suite d’éléments de E converge (pour la norme N) si et seulement si :
OLOE, O0€e>0,0nON,On=ng, N(X,—-L)<¢.
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L est alors appelée limite de la suite (x,) (pour la norme N).
Si une suite ne converge pas (pour la norme N), elle diverge (voir le théoreme 2.5).

Théoréme 2.1 : unicité de la limite d’'une suite con  vergente pour une norme
Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E.

Si (xn) converge (pour la norme N), sa limite pour cette norme est unique, et on la note lim x, (voir a

n- +oo

nouveau le théoreme 2.5).

Démonstration :
Raisonnons par I'absurde : supposons que (x,) admette deux limites L et L’ distinctes (pour la norme N).

Sion pose alors : £ :%.N(L —L") >0, (puisque : L — L' # 0), alors :
Ong ON, On=ng, N(X,—L)<é&,et:0OngON, N(x,-L")<¢.

Donc pour : N = max(nog, N'o), ona: N(X, —L)<&,et: N(x,-L")<¢.

Mais alors : N(L-L') < N((L—-x,)+(x, —L)) < N(L-x )+ N(x, —L') < 2.¢ zg.N(L— L,

ce qui est impossible puisque N(L — L") est supposé étre un réel strictement positif.

Définition 2.4 : suite bornée
Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E.
On dit que (x,) est bornée (pour la norme N) si et seulement si :
OMOR, OnON, N(x,) <M.

Théoreme 2.2 : la convergence entraine le caractere  borné
Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E.
Si (x,) converge pour la norme N, (x,) est bornée pour cette norme.

Démonstration :
Soit (x,) une suite convergente d’éléments de E pour la norme N vers L.

Alors, pour : € =1 > 0, il existe un rang no dans N tel que : O n=ny, N(Xx,—L)<&=1.

On a donc, a l'aide de I'inégalité triangulaire : O n=ny, N(X,) < N(x,—L)+N(L)<1+N(L).
En posant: M =max(N(X,),-...N(X, )1+ N(L)),onaalors:OnON, N(x,) <M,

et la suite (x,) est bien bornée.

Théoréme 2.3 : espace vectoriel des suites converge  ntes pour une norme
Soit (E,N) un K-espace vectoriel norme.
L'ensemble des suites d’éléments de E convergentes pour la horme N forme un sous-espace vectoriel
EN. du K-espace vectoriel EM.
L'application qui a une suite d’éléments de E convergente pour la horme N, fait correspondre la limite de
cette suite pour cette norme, est une application linéaire de E™. dans E.
En particulier, on a donc :

0 (o)) O (B O (@) OK?, lim (@x, + By,) =a. lim x, + B lim y,.

— oo

Démonstration :
 Soient donc (x,) et (y,) deux suites convergeant respectivement vers L et L, et : o O K*,

Alors: 0&>0,On 0N, Onz=ny, N(Xn—LX)sg,et:DnyDIN,Dnzny, N(yn—Ly)sg.
Donc en posant : ng = max(ny, ny), on a bien :
Onzno, N((X, +Y,) = (L + L)) S N(x, L)+ N(y, - L) <

+= =g,

N | ™
N | ™

et la suite ((x,) + (yn)) converge vers [Ly + L,] pour la norme N.

e Puis:Da0OK,0&e>0,0ngON,On=ng, N(X,—L,)< ,dou:0On=ny N(ax,—a.L,)<¢e,

£
jaf +1
et la suite a.(x,) converge vers a.L, pour la norme N.
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« Considérons enfin I'ensemble EN; des suites d’éléments de E, convergeant pour la norme N.

- Cet ensemble est inclus dans E", est non vide puisque la suite nulle converge vers 0 pour toute norme
de E et on vient de montrer qu’il était stable par combinaison linéaire.

- C’est donc bien un sous-espace vectoriel de E" et I'application qui & un élément de E". associe sa
limite pour la norme N est bien une application linéaire de E™., comme on vient de le montrer.

Théoréme 2.4 : convergence des suites extraites d'u  ne suite convergente
Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé (de dimension finie).
Si (x,) est une suite d’éléments de E qui converge (pour la norme N) vers L, alors toute suite extraite
(X4(n)) de la suite converge encore vers L (pour la norme N).

Démonstration :
Soit donc (x,) une suite d’éléments de E qui converge vers L pour la norme N et soit (X)) une suite
extraite de (x,) au moins d’une fonction ¢ (donc strictement croissante de N dans N).
En particulier, on vérifie immédiatement par récurrence que : 0 n O N, n < ¢(n).
Soitalors:€>0,et:ng ON, telque: OnON, (n=2ng) = (N(x,—L)<¢).

Alors : 0 n 2 ng, (N2 ng) = (6(n) 2n2ng) = (N(X,,,) —L) < €).
On constate bien que (Xyn) converge vers L (pour la norme N).
Remarque :

On rappelle que c’est ainsi un moyen de montrer qu'une suite diverge en trouvant deux suites extraites
convergeant vers des limites différentes.

Théoréme 2.5 : (admis) convergence, caractére borné, limite d'une suite e  t changement de norme
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie
Alors les notions de convergence d’une suite, limite d'une suite et le caractére borné d’une suite ne
dépendent de la norme choisie dans I'espace pour les exprimer.

Remarques :
« La démonstration fait appel a la notion de « normes équivalentes », désormais hors programme en PSI
ainsi qu’'au théoreme établissant que toutes les normes sont équivalentes dans un espace vectoriel de
dimension finie (alors que ce n’est pas le cas en dimension quelconque), théoréme dont la
démonstration était déja hors programme en PSI.
« Dorénavant, on n'aura donc plus besoin de préciser « pour la norme N » lorsqu’on parlera de
convergence, de limite ou de suite bornée dans un espace vectoriel de dimension finie.
Attention : les boules (ouvertes ou fermées) et les spheres dépendent toujours de la norme choisie.

Théoréme 2.6 : liens entre suite et suites coordonn  ées dans une base de I'espace
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n, muni d'une base : & = (ey, ..., €y).

n
Soit (Xp) une suite d’éléments de E telle que : D p U N, x, = inyp.ei .
—
Alors la suite (x,) converge dans E si et seulement si les n suites coordonnées (x;,) convergent dans K,

n n
et dans ce cas, ona: JIID)O(; X ,€)= ;(JLTw X »)€ -

De méme, (X,) est bornée si et seulement si ses suites coordonnées (x;,) sont bornees.

Démonstration :
s [=]

n
Si (xp) converge vers: L = z L,.e , pour la norme N,, attachée a la base %, alors :
i=1

Oe>0,0po 0N, Op = po, rjr_1_ax(
<I<n

xi’p—Li‘)saetdonc: Ol<i<n, ‘xi’p—Li‘sa

Donc toutes les suites (x;,) convergent respectivement vers L;.
* [0]
Si chaque suite (x;p) converge vers L, alors: 0 e>0, OpiON, Op 2 p;, ‘xiyp - Li‘ <E£.

Il est alors clair que, en notant : pp = max(py, ..., Pn),ona: dp=py, N (xp -L)<e,
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n

ouonanote: L= z L,.e , puisque la norme infinie d’'un élément de E est la plus grande de ses
i=1

coordonnées dans %, et gu'ici elles sont toutes majorées par €, pour : p = po.

3. Topologie métrigue élémentaire dans les espaces vectoriels de dimension finie.

On admettra que dans un espace vectoriel (normé) de dimension finie, les notions qui suivent sont
indépendantes du choix de la norme (attention : une boule ou une sphére dépendent elles de la norme
choisie dans I'espace).

Définition 3.1 : point intérieur a une partie dans un espace vectoriel normé, intérieur d'un ensemble
Soit (E,N) un espace vectoriel normé (de dimension finie) et A une partie quelconque de E.
On dit qu’un élément a de E est intérieur a A si et seulement si :
* Or>0, B(a,r) OA.
L'ensemble des points intérieur & A (noté A) est appelé intérieur de A.

Définition 3.2 : ouvert ou partie ouverte d'un espa  ce vectoriel normé
Soit (E,N) un espace vectoriel normé (de dimension finie).
On dit que Q est un ouvert (ou une partie ouverte) de E pour la norme N si et seulement si :
«JaldQ,dr>0,B(r dQ.

Remarques :
« Tout point a intérieur a Q appartient donc a Q puisque : a 00 B(a,r) O Q.
« Un ensemble Q est donc un ouvert de E si et seulement si Q est égal a son intérieur : c'est immédiat
avec les deux définitions précédentes.

Théoréme 3.1 : exemple des boules ouvertes
Soit (E,N) un espace vectoriel normeé (de dimension finie).
Alors : Oa OE, Or>0, laboule ouverte B(a,r) est un ouvert.

Démonstration :
Soit : xo 0 B(a,r), et posons : r'=r —N(x, —a) >0.
Alors : O x O B(Xo,I"), N(Xx—a) = N((X—X,) + (X, —@)) S N(X—X%,) + N(X, —a) <r'+N(x, —a) =r,
et donc : O x O B(Xe,I"), x O B(a,r), autrement dit : B(Xo,r") O B(a,r).
Puisque : 00 xo O B(a,r), Or' > 0, B(xe,I") O B(a,r), la boule B(a,r) est donc bien un ouvert.

Définition 3.3 : point adhérent & une partie dans u  n espace vectoriel normé, adhérence
Soit (E,N) un espace vectoriel normé (de dimension finie) et A une partie quelconque de E.
On dit qu’'un élément a de E est adhérent & A si et seulement si :

*0r>0,B(@ar)n Az0.
L’'ensemble des points adhérents a A (noté A) est appelé adhérence de A.

Définition 3.4 : fermé ou partie fermée d’'un espace vectoriel normé
Soit (E,N) un espace vectoriel normé (de dimension finie).
On dit que F est un fermé (ou une partie fermée) de E si et seulement si son complémentaire dans E est
un ouvert de E.

Théoréme 3.2 : exemple des boules fermées et des sp  heres
Soit (E,N) un espace vectoriel normeé (de dimension finie).
Alors: Oa OE, Or >0, la boule fermée B’(a,r) et la sphére S(a,r) sont des fermés.

Démonstration :
 Notons Q le complémentaire de B’y(a,r) dans E, donc définipar: Q ={x O E, N(x—a) >r}.

Soit: xo 0 Q, etnotons : r'=N(x,—a)-r >0.
Alors : O x O B(Xo,I"), N(X, —a) = N((X, = X) +(x—a)) < N(x, = X)+ N(x—a) <r'+N(x-a), donc :
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N(x, —a)—r'< N(x—a), soit encore : r < N(x—a), autrement dit : x J Q.

On vient donc de montrer que : 0 %o 0 Q, Or' >0, B(Xoe,I') 0 Q, et Q est donc ouvert et B'y(a,r) un fermé.
« Si on note de méme Q' le complémentaire de Sy(a,r) dans E, alors :
Q={x0E, N(x-a)Zr}={xUOE, N(x—a)>r}J{xOE, N(x—a)<r}=QUB(a,n).
Or Q et B(a,r) sont des ouverts donc :
-Oxo0Q,0r >0, B(X,r)dQ0OQ,
- O %o O B(a,r), Or >0, B(xe,r") O B(a,r) 0Q’,
autrement dit : O xo 0 Q', Or' > 0, B(Xe,r)a O Q', et Q' est un ouvert de E donc Sy(a,r) un fermé.

Théoréme 3.3 : caractérisation séquentielle des poi  nts adhérents
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, et A une partie de E.
Alors un élément x de E est adhérent a A si et seulement si il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers X.

Démonstration :
* [=]
Six estadhérenta A, alors: OnON, B(x2™") n Az0, etdonc: Ox, OA, N(x,—-x)<2".
Il est clair que (x,) est alors une suite d’éléments de A qui converge vers X.
* [U]
Si (xn) est une suite d’éléments de A qui converge vers x, alors :

£ , ,
Oe>0,0n0ON,Onz=ng N(X,—X) < 5 <¢g,et:B(xe) n A%, car X, estdans cette intersection.

Remarque :
Tout point de A est dans A, puisque a est la limite de la suite (constante) d’éléments de A définie par :
OnON, a,=a,

autrement dit on a toujours : A O A.

Théoréme 3.4 : caractérisation séquentielle des fer més
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie, et A une partie de E.

A est un fermé de E si et seulement si, pour tout suite d’éléments de A convergente, ona: lim x, OA.

n — +oo

Démonstration :
Travaillons par double implication et contraposées.
* [=]
Si A n'est pas fermé, en notant Q son complémentaire dans E, Q n’est pas ouvert et donc :
OaldQ,0n0ON,B(@2™ 0Q,donc: OnON, Ox, 0B(@,2") n A.
La suite (x,) est alors une suite d’éléments de A qui converge vers a, limite qui n'appartient pas a A.
* [H]
Si maintenant (x,) est une suite d’éléments de A qui converge vers a n‘appartenant pas a A donc au
complémentaire Q de A dans E, alors :

Or>0,0nON, N(x, —a) s%< I, puisque (x,) tend vers a.

: r , : ,
Mais alors : B(a,z) O Q, puisque cette boule contient x, qui est dans A donc pas dans Q.

Autrement dit Q n’est pas ouvert a cause de a.

Remarque :
Un ensemble A est fermé si et seulement si il est égal a son adhérence.
En effet :
« si A est fermé, soit a un point de son adhérence.
Alors d’aprés le théoréme 3.3, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers a, mais d’apres le
théoreme 3.4, a est alors dans A puisque A est fermé.
Donc : A [0 A, et comme on sait déja que : A 0 A, on en déduit que : A = A,
* si: A=A, soit (a,) une suite d’éléments de A, convergente vers a.
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Le théoréme 3.3 montre alors que : a d A, donc : a 0 A, et le théoréme 3.4 garantit que A est fermé.

Définition 3.5 : partie bornée d'un espace vectorie | normé
Soit (E,N) un espace vectoriel normé (de dimension finie) et A une partie quelconque de E.
On dit que A est bornée (pour la norme N) si et seulement si :
+sOMOR', OXxOA N(X)<M.

4. Limite d’'une fonction entre espace vectoriels no rmes.

Définition 4.1 : limite en un point d’'une fonction entre espaces vectoriels normés
Soient (E,N) et (F,N") deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F, et soit a un point adhérent a A.
On dit que f admet une limite en a si et seulement si :
OLOF Oe>0,0a>0,0x0A, (N(x—-a)<sa)=(N'(f(x)-L)<¢).

Théoreme 4.1 : conséquences de I'existence d’'une li  mite en un point
Soient (E,N) et (F,N’) deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F, et soit a un point adhérent a A.
Si f admet pour limite Len a:
« cette limite est unique et on la note alors : L = Iign f = Iirr; f(x),
X -

« si f est définie en A (soit encore : a [ A), alors : lim f(x) = f(a),
X-a

« il existe une boule B centrée en a telle que f soit bornée sur B n A.

Démonstration :
» Supposons que f admette deux limites distinctes L et L' en a.

Sionpose: £ :%.N'(L —L"),alors: 0Oa >0, Oa’ >0, tel que :

OxOA (N(x—-a)sa)=(N'(f(x)-L)<¢&),et: (N(x-a)sa')= (N (f(X)-L)<¢).
Puisque a est adhérent a A 'ensemble A n B(a,a”) est non vide, ot : @"'=min(a,a').
Soit alors : x 0 A n B(a,a”).

Ona: N(x-a)<sa'"<sa,etdonc: N'(f(X)—L)<&,deméme: N'(f(X)—-L)<¢.
Donc: N(L-L)=N(L-f(x)+f(x)-L")< N(L—f(x))+N(f(x)—L')s2.£=§.N(L—L')),

et ce dernier résultat est impossible.

Donc si f admet une limite L en a, cette limite est unique.

« Si f est définie en a et admet pour limite L en a, alors pour tout :
O0e>0,0a>0,0x0OA, (N(x—a)sa)=(N'(f(x)-L)<¢).

Or a lui-méme vérifie toujours : N(a—a) =0<a,etdonc: N'(f(a)-L)<¢.

Ceci étant vrai pour tout : € > 0, on en déduitque : f(a)=L =lim f(x).
X—-a
» Soit maintenant: €=1>0, etnotons: L =lim f .
a

Alors : Oa>0,0x0A n B(a,a), N'(f(x)—L)< &, etdonc:
N'(f(x))=N'(f(x)-L+L)<N'(f(x)-L)+N(L) <1+ N(L) =M,
et f est alors bien bornée sur A n B(a,a) par ce réel M.

Théoréme 4.2 : caractérisation séquentielle de I'ex  istence d’'une limite
Soient (E,N) et (F,N’) deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F, et soit a un point adhérent a A.
Il'y a équivalence entre :
« f admet une limite en a,
* pour toute suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(a,)) est convergente.
Si I'un des deux points est vérifié alors la fonction f admet une limite L en a qui est la limite commune de
toutes les suites (a,) évoquées au-dessus.
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Démonstration :
» Supposons que f admette pour limite L en a, et soit (a,) une suite d’éléments de A, convergente vers a.
Alors :0e>0,0a>0,0x0OA, (N(x-a)sa)=(N'(f(x)-L)<¢).

Puisque (a,) converge vers a, on peut trouver : ng O N, telque : OnON, (n=2ng) = (N(a, —a) < a).
Pour:n=ng, onadonc: N(f(a,)—-L)<e&, eton constate que (f(a,)) converge bien (vers L).

» Supposons maintenant que pour toute suite d’éléments de A convergeant vers a, la suite (f(a,))
converge et soient tout d’abord deux telles suites (x,) et (y,) (d’éléments de A convergeant vers a).

Enposant: OnON, z,, =X,,et: z,.,, =Y,, on constate que (z,) converge encore Vers a.

Donc (f(z,)) converge.

Mais les suites (f(x,)) et (f(y,)) étant extraites de (f(z,)), elles doivent converger vers la méme limite.
Notons alors L la limite commune de toutes les suites (f(a,)) lorsque (a,) est une suite d’éléments de A
convergeant vers a.

Supposons alors que f n'admette pas L pour limite en a.

Alors:0e>0,0a>0,0x0A, telque: N(a,-a)<a,et: N'(f(x)-L)>¢.
En particulier : OnON, a =2">0,et: Ox, OA, N(x,-a)<a,=2",et: N'(f(x,)-L)>¢.
On vient ainsi de construire une suite (x,) d’éléments de A qui converge vers a et telle que (f(x,)) ne

converge pas vers L, ce qui est impossible, vu ce qu’on a démontré au-dessus.
Donc f admet bien pour limite L en a.

Remarques :
* Puisque la convergence d’une suite ne dépend pas (dans un espace vectoriel de dimension finie) du
choix de la norme, il en résulte en particulier que I'existence d’'une limite pour une fonction entre espaces
vectoriels normés de dimensions finies ne dépend pas non plus du choix des normes dans ces espaces.
« On peut également noter que si on trouve deux suites convergeant vers a et telles que les suites
images par f convergent vers des limites différentes, alors f n’a pas de limite en a.

Théoréme 4.3 : utilisation d’'une base de I'espace d  ’arrivée, fonctions composantes
Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F, et soit a un point adhérent a A.
Onnote : %’ = (e', ..., €'), une base de F, et (f;, ..., f)) les fonctions composantes de f dans la base

n
%, Cest-a-dire: f=> f.g"
i=1
Alors f admet une limite en a si et seulement si les fonctions f; (& valeurs dans K) admettent des limites

n
ena, etonaalors:limf = Z(Iim(fi)).q .
a i=1 a
En particulier, une fonction de A dans C qui s’écrit: f =Re(f) +i.Im(f), ou Re(f) et Im(f) sont des
fonctions de A dans R, admet une limite en a si et seulement si Re(f) et Im(f) admettent des limites

enaetalors: lim f =limRe(f) +i.limIm(f).

Démonstration :
On peut utiliser dans F n'importe quelle norme par exemple la norme infinie attachée a la base .%".

* [=]
n

Sifadmetune limiteLena: L = Z L,.", en remarquant que :
i=1

OxOA O1<ksn, |[f(X)-L]< N'm(f(x)—L):rEE\){fi(x)—LiL

il est immédiat que chaque fonction f, admet pour limite Ly en a, puisque :

Oe>0,00>0 0x0A (N(x-a)sa)= (N, (f(x)-L)<e,etdonc: O1<ks<n, |[f (X)L <¢€.
ey | .
Si maintenant chaque fonction f, admet pour limite L en a, alors :

Ol1<ks<n O&e>00a>0,0x0A (N(x-a)sa,) = (|f(¥)-LJ<e),

etavec: a =mina, >0,ona:
1<ksn
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DxDA,(N(x—a)sa):(N'w(f(x)—L):r]rS}g){fi(x)—LJse),

et f admet bien pour limite L en a.

Théoréme 4.4 : limite d'une combinaison linéaire
Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f et g des fonctions définies d'une partie A de E dans F, A et p des éléments de K et soit a un
point adhérent a A.
Si f et g admettent des limites en a, alors (A.f + 4.g) admet une limite en a et :

Im(A.f +u.9)=Alimf +ulimg.

Démonstration :
Il suffit d’'examiner les fonctions coordonnées de (A.f + 4.g) dans une base .2’ de F qui sont
combinaisons linéaires de celles de f et de g et qui & ce titre ont des limites en a et qui vérifient :
0 1<i < dim(F), Iign(/Lfi +U.9,)= )I.Iign f; +y.|i£n 0.

On en déduit que (A.f + 1.g) admet également une limite en a (avec le théoreme 4.3) qui vérifie bien
I'égalité annoncée.

Théoréme 4.5 : limite d'une composée
Soient (E,+,.), (F,+,.), (G,+,.) trois K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans B inclus dans F, g une fonction définie de B dans G
et soit a un élément adhérent a A.
Si f admet une limite b en a, avec b adhérent a B, et si g admet une limite ¢ en b, alors gof admet pour
limite c en a.

Démonstration :
On note N, N’ et N” des normes dans E, F et G.
Pour:€>0,00>0,0y0B,(N'(y-b)<a)=(N"(g(y)—c)<¢).
Pour un tel a, on peut trouver : n >0, telque: Ox JA, (N(x—a)<n)= (N'(f(x)-b)<a).
Donc:OxOA, (N(x—a)sn)= (N'(f(X)—-b)<a),et:f(x) OB, donc: N"(g(f(x))—-c)<¢.
Autrement dit, gof admet bien pour limite c en a.

Théoréeme 4.6 : limite d’'un produit et d’'un quotient de fonctions réelles de variable vectorielle
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient f et g deux fonctions d'une partie A de E dans K, et soit a un élément adhérent a A.

Si f et g admettent des limites en a, alors (f.g) admet une limite enaet: lim(f.g) =lim f.limg.

De plus, si la limite de g en a est non nulle, alors il existe une boule ouverte B centrée en a telle que g

o - . im (3
ne s’annule pas sur A n B, et la fonction — admet une limite en a telle que : lim| — ( X) =224
g x-a I|m g(x)

Démonstration :
» Sionnote L et L’ les limites respectives de f et de g en a, alors :

Ox OA, |f(3).09() - LL] =|f(x).(g(x) = L")+ (f(x) = L).L|<|f (ql|g(x) = L{+| f (x) = L||L].
Fixons maintenant : € > 0.
Le théoréme 4.1 garantit I'existence de : r >0, et: M2 0, tels que : Ox DA n Ba,r), [f(X)| <M.
De plus:

020,308 (N5 @)= 119U 5 e
-0’ >0,0x0A, (N(x-a)<a') = (jg(x) - L{< m

Donc en posant : a''=min(a,a',r), on adonc :
— +|L{. £ <¢
2.(M +1) 2.(L]+1)

OxOA (N(x-a)<a")= (|f(x).g(x)-LL|<M
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et (f.g) admet bien pour limite L.L’ en a.
* Notons & nouveau L’ la limite de g en a et supposons : L' # 0.

Alors sionnote : € = %|L| >0, on peut trouver : a > 0, tel que :
OxOA, (N(x-a)sa)=> (|g(x) - L'| < &), et donc avec la deuxiéme inégalité triangulaire sur le
module, on obtient : Hg(x)| —|L'” <|g(x)-L|< &, etdonc: —&+|L|<|g(x), soit: 0< %|L| <|g(x)|.

On a ainsi montré que g ne s’annule pas sur A n B(a,a).

Enfin, par composition de g et de la fonction inverse de C* dans C*, la fonction — est définie sur An B

g
et admet pour limite — en a.
limg
a

f lim f(x)
Enfin, par produit, — admet pour limite *=2—— en a.

g lim g(x)

X—a
5. Continuité.
Définition 5.1 : continuité en un point, continuité d’une fonction entre espaces vectoriels normés

Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F.

e Pour: a[0A, on dit que f est continue en a si et seulement si f admet une limite en a (qui est donc f(a)).
» On dit que f est continue sur A si et seulement si f est continue en tout point de A.

Théoréme 5.1 : utilisation d’'une base de I'espace d  ’arrivée, fonctions composantes
Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F, et soit : a [0 A.
Onnote : ' = (e'y, ..., €y), une base de F, et (fy, ..., f,) les fonctions composantes de f dans la base

n
%, cest-adire: f=> f @'

i=1
Alors f est continue en a si et seulement si les fonctions f; (& valeurs dans K) sont continues en a.
De méme f est continue sur A si et seulement si les fonctions f; sont continues sur A.

Démonstration :
C’est une conséquence immeédiate du théoreme 4.3.

Théoréme 5.2 : opérations sur les fonctions continu es
« Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f et g des fonctions définies d’une partie A de E dans F, A et p des éléments de K..
Si f et g sont continues en : a O A, (ou continues sur A), (A.f + £.g) est continue en a (ou sur A).
« Soient (E,+,.), (F,+,.), (G,+,.) trois K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f une fonction définie d’une partie A de E dans : B O F, g une fonction définie de B dans G.
Sif est continue en : a [0 A, (ou sur A) et si g est continue en : b =f(a) O B, (ou sur B), alors gof est
continue en a (ou sur A).
« Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient f et g deux fonctions d’'une partie A de E dans K.
Si f et g sont continues en : a O A, (ou sur A), alors (f.g) est continue en a (ou sur A).

. f o - f
De plus, si g ne s'annule pas en : a 0 A, (ou sur A), alors — est définie au voisinage de a et — est

continue en a (ou sur A).

Démonstration :
C’est une conséquence immeédiate des théorémes 4.4, 4.5 et 4.6.
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Théoréme 5.3 : (admise pour le troisieme point)  continuité et topologie
Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension finie et f une fonction continue de E dans R.
Alors :
 lesensembles {x OE, f(X) >0} {x0OE, f(X)<0}et{xOE, f(x)# 0} sontdes ouverts de E,
e lesensembles {x OE, f(xX)=0},{x0E, f(x)<0}et{x OE, f(x)=0}sontdes fermés de E.

* si A est une partie fermée et bornée de E, f est bornée sur A et y atteint ses bornes.

Démonstration : (admise pour le troisieme point)
e Notons : Q ={x O E, f(x)>0}, etsoit:alQ, donc tel que : f(a) > 0.

f (a)
2

Puisque f est continue en a, en notant : & = >0, on peut trouver : a > 0, tel que :

OxOE (N(x-a)<sa)=([f(X)-f(a)<se)=(f(@-e< f(x) < f(a)+e).

Donc:DxDE,ona:(N(X—a)<a):(N(x—a)sa):(0<@= f(a)—@s f(X) = x0OQ).

Donc : B(a,a) O Q, et Q est bien un ouvert de E.
On montre de méme que les deux autres ensembles proposés sont encore des ouverts de E.
 Notons maintenant : F={x O E, f(Xx) =0}, et soit (a,) une suite d’éléments de F, convergeant vers a.

Alors:OnON, f(a,)=0, etle théoreme 4.2 montre que la suite ( f (a,)) converge vers f(a) puisque f

est continue en a (et donc f admet une limite en a égale a f(a)).

En passant a la limite dans la famille d’inégalités précédentes, on en déduit que : f(a)=0,et:a0F.
F est donc bien un fermé de E et on montre de la méme fagon que les deux autres ensembles sont
encore des fermés de E.

« Soit maintenant A une partie fermée et bornée de E et supposons f non bornée sur A.

Alors on peut trouver une suite (a,) d’éléments de A telle que : On ON, |f(an)| >n, puisque n n'est
jamais un majorant de f sur A.

p
Considérons alors une base : & = (ey, ..., €;), de E, etnotons: OnON, a, = Zam.q .
i=1
Puisque A est bornée, on a en utilisant la norme infinie attachée a % :
OMOR,Ox0OA, N,(X) <M , eten particulier: J1<i<p, OnON, ‘ai’n <N,(@,)sM.

Puisque (ai,) est une suite bornée de réels (ou de complexes), on peut en extraire une suite
convergente (aj ¢(n))-

Mais la suite (a,4()) est elle-méme bornée et on peut a nouveau en extraire une suite convergente
(az2,000(n)) 1a suite (az goym)) restant convergente car extraite de (a; ¢m), elle-méme convergente.

On continue ainsi a extraire jusqu’a l'indice p des suites convergentes des suites construites
précédemment et on aboutit a une fonction extractrice 6 telle que : 0 1 <i < p, (ajgn) converge.

La suite vectorielle (agn)) est alors convergente (puisque ses suites coordonnées dans la base % le
sont) et en notant a sa limite, on a: a [0 A, car A est fermée.

Or:0On0ON, ‘f(ae(n)) > @(n) = n, puisque O est strictement croissante.

Et comme il existe une suite d’éléments de A, qui converge vers a, et telle que la suite des images
diverge (puisque cette suite d'images tend en norme vers +« et n'est donc pas bornée), f ne peut avoir
de limite en a, et a fortiori ne peut étre continue en a.

Conclusion : I'hypothése faite est fausse et f est bornée sur A ; notons alors : M =supf (X).
xOA

Alors: On0ON,Ox, 0A, M =27 < f(x,) <M, puisque M est le plus petit des majorants de f sur A et

que (M —=2™") ne majore jamais f sur A.
Comme précédemment, on peut extraire de (x,) une suite (Xgy)) convergente dans A vers un element x
et:OnON, M =270 < f(x;,) <M.

B étant a nouveau une fonction strictement croissante, on a: lim £(n) =+, et le théoréme des

n - +oo

gendarmes montre que : XILrDOO f(Xp) =M,

Mais puisque (X)) converge vers x et que f est continue en x, on aaussi : lim f(x;, )= f(x), et donc
X — +00
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finalement: f(x)=M .
De méme, on montre que f admet une borne inférieure, atteinte également en au moins un point de A.

Définition 5.2 : fonction lipschitzienne
Soient (E,N) et (F,N’) des espaces vectoriels normés de dimension finie et soit f de E dans F.
On dit que f est lipschitzienne de (E,N) dans (F,N’) si et seulement si :
Ok ORY, O(xy) OE% N'(f(X)- f(y) <kN(x-vy).
Cette notion est indépendante des normes si E et F sont de dimension finie, mais le coefficient k dépend
du choix des normes dans E et F (on parle alors d’application k-lipschitzienne).

Remarques :
* Si k est une constante qui convient, toute valeur supérieure convient également,
« Une combinaison linéaire de fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne,
« Une composée de fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne.

Théoréme 5.4 : continuité des fonctions lipschitzie nnes
Soient (E,N) et (F,N’) des espaces vectoriels normés de dimension finie et soit f k-lipschitzienne de E
dans F.
Alors f est continue sur E.

Démonstration :
Soit:adE, etsoit: €>0.

£
Alors en posant : a = 1 >0, on constate que :
+

OxOE, (N(x-a)<a)= (N'(f(x) - f(a))sk.N(x—a)sk.kLHSg),

et f est bien continue en a donc sur E.

Théoréme 5.5 : continuité des applications linéaire s entre espaces vectoriels de dimension finie
Soient (E,N) et (F,N’) des espaces vectoriels normés de dimension finie et soit : u O £ (E,F).
Alors u est lipschitzienne de E dans F donc continue.

Démonstration :
Soit % une base de E, et notons N, la norme infinie attachée a la base % et N’ une norme de F.

Alors : Ox OE, N'(u(x)) = N'(u(i X € D = N'(Zp:xi u(e, )j < Zp:|xi|.N'(u(e'i ) <N, (X).C,

p
ouonanoté: C=> N'(u(€;)) 20, (et méme non nulle).
i=1
Donc : 0 (x,y) O E? N'(u(x)-u(y)) = N'(u(x-y)) <C.N_(x-V).
Autrement dit u est C-lipschitzienne pour les normes N, et N’ et donc continue de E dans F.

Exemples 5.1 :
* Les applications coordonnées dans une base d’'un K-espace vectoriel de dimension finie sont
continues.
* Des applications polynomiales en les coordonnées d’un vecteur dans une base sur un K-espace
vectoriel de dimension finie sont continues (de méme que des applications rationnelles sur leur domaine
de définition).
* L’application déterminant est continue de ¢/ ,(R) ou ¢/ ,(C) dans R ou C.
L’ensemble GI,(R) des matrices réelles inversibles est donc un ouvert de e/ (R).

Démonstration :
En effet :
* Soit : % =(ey, ..., €n), Une base de, K-espace vectoriel de dimension finie.

n
Alors si pour x dans E, on note : X = z X; .6 , les applications définies par :
i=1
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O1<i<n,xe X, sontlinéaires de E dans K donc continues.

» De méme, si f définie sur E par le fait que, pour : x O E, f(x) est un polyndme en xq, ..., X, alors f
apparait comme une somme de produits de fonctions continues de E dans K (les fonctions précédentes)
et a ce titre, f est continue sur E.

Le méme résultat vaut pour une fonction rationnelle en les coordonnées d’un vecteur.

 Pour : A O e# (K), alors en développant successivement det(A) suivant les colonnes de la matrice

(soit en tout n! termes a la fin), on constate que det(A) apparait comme une somme de produits (avec

des signes %) de coefficients de la matrice A, autrement dit det est une somme de produits de fonctions
coordonnées dans la base canonique.
A ce titre, det est continue sur e/ (K).

On en déduit que : GI,(R) = {A O e/ ,(R), det(A) # 0}, est donc un ouvert de e/ (R).
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